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Didaktisch interessante Anwendungsbeispiele trigonometrischer Funktionen

dormalorojekticn auf eine Bildebens

Durch Mormalprojaktion suf sine Bildebens wird jada Strecke mit der Lings s

auf eine Stracka mit der Linge a*=s.cosy abgabildet (p...Neigungawinkel dar
529. Strecks gagan dia 3ildsbena). Olaser Sachvarhalt antspricht nur ndharungs-
weisze augenoptischen bzw. photographischen Erfahrungen.

Oaruber hinaus arkennt man, dafl ein nnaloges Abbildungsgesetz auch fir ebane
Flachensticke F bestsht; i.d.F. ist y der Neigungswinkal der ebenen Fliches F
gegan die Bildshene: F*=F.cosp .

Anuondungan:

Han berechne den Neigungswinkel der Saitenfldchen
ainer glsichkantigen quadratischen Pyramide gsqen
dia Grundflacha: ’

Ma az\ﬂ, M* = az

; cosy = 65 ; ¥ s 54,7356°

Eine Kreisschaibe (r) liegt mit'dem Winkel p

schriég gegen die Bildebene; das Bild der Krais-
scheibe erscheint in der Breite 2r; in Fallrichtung
ist jedoch dis “Ldnge" auf 2r.cospy verkirzt. Daraus
argibt aich fir die FlAche der Projaktion:

K* = K.coap = rz.xicoau = r.r.cosy. X ;

bei Ublicher Form der Bezasichnung erhiélt man =it
r=a, r.cosuyzb dis Flichenformal der Ellipse:

F = a.b.7C.

£ll

Man berechne den Fladchanwinkel in einem

iw
.

ragelméfiigan Dodekaeder (r=l).
KQ<Q~ Oor Normalrif sinos rag. (Halb-) Dodekasdara auf
- p—lad 418 Ebens zeinsr Mittalilache fOhrt zu eiram
jy \\gékfﬁgz// \\}(““”\, regalm. 10-Eck. Die Mitralfliche ist parallal zur
, /“tiﬁﬁh,,/"/\\\. \\g # Dilasbene. Somit gilt fOr den Normalcrif dar fOnf
—m'gnmnﬁvtmirﬂéi;flilgf};"'/’“ Saitanflachen aowia £0r Mittelflicha und Aif:
- .

«;;l‘ e/ ,é/ Fe v B.Fc.oosp = Foo uunu. (8)
f:// Iw‘“<// 4/i dor gasuchza Flécgsnwinkel igt dann 180-y .
\\\\“~m_#_ﬁxag”4“ 'Zur Berachnung dient: 3522.ain36, d5n2.ain72 ;
farner; 1 : A = 3in36 : 3in/2 baw. R = 2.c08338 .
Fe = 3.03n72 = 5.8in36.c0n36, F o « 5 .A%.ain36 = 20.8in36.cos°36. Diss finrt

mittald (#) zu: 5.8in36.co838.(1+5.cosp) = 20.31n36.c08236 und letztlich

U OBy a —'———-—5-—-—-— ; der gesuchte Winkel ist 116°33°'54"° .
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Man kann nun cos38 mithilfe der exskten Konstruktion
kM eines regelm. 10-Ecks, des dem Einheitskreis einge-
schrieban ist, leicht berechnen.

(a) Wegen AAMB ~v ABAC gilt: -
L] - ‘ = 1
(b) Kosinussatz im /\AMB:
(825%) 3-(6-2VB) = 2 - 2.c0s36,..., coad6 = 5,’1

|12

Es kann cos36 auch mittels slgebraischer Methoden

10

z errachnet werdan. Man lose in C: a~ -1 = 0 b2w.

g‘* (35&1) (a+1)(a4-93+a2-a+1) = 0 . €£s bilden nun

4 2, 23, 25, z7, 29 ein regelm. 5-Eck mit cer reellen
Ecke 25 = -1. Also sind z, 23, 27, 29 die L3sungen
der Glaichung a4-33+az-a+1 = 0.

Man setze nun: a = z+29 = 2.co836 und b z3+z7 = 2.¢08108 und erkennsa:

a+h = (z~z4)+(23-—12) = 1 (wegen z5=-1) und 8.b = (z+zg)(23+z7) z -1,
. Also sind a, b die Ldsungsen der Gleichung xz-x—l = 0 mit a>0 und b<0.

Man erhdlt a = -1:2-\,5 , somit cos36 = % und b = —I:ZVE, somit cosl(8 = %’E.

i

Es 188t sich nun 850 ohne den planimetrischen Kunstgriff von 3% zu kennen, analog
zu 3* z8. mittels des Kosinussatzes oder sogar mittels des Pyth. Seitensstzes

allein berechnen: sfo = 3in%36 + (1-cos36)% = ... = 2(1-cosd6) = 8=2¥5 .

8,0 = !-52'1 , man beachte: V6-2V5 > 0 |

Je** Letztlich kann man cosy direkt mithilfe der Rechenverfshren der Sphirischen
Trigonometrie gewinnen. Die untenstehendes Zeichnung zeigt sine Dodekaeder-.
ecke von innen; mit dem Eckpunkt A als Mittelpunkt wurde eine Kugelfliche
gingezeichnet, die die zugehérigen 3 Fiinfecke schneidet.

Unter Anwendung der NEPERschen Cedichtnisregel kommt man leicht auf
cosp = cot36.cot108. Man entnehme nun die Wurzelterme fir cot36 und coti(C8
z8. der Tabelle "Vierstellige Logarithmen ..." von £.WAAGE, pg.’8 oben

odar man berechne sie aus c0s36 bzw. cos108 nach 3¢* . Das Ergednis ist
1

wieder: CW “ign . 1c8 (HYP)
* 4 \ )_L(\\’Tnkee)
A
—
_— \

(khﬁﬁu)
o % Q0- 54 = 26

X




=
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Eine StraBe steigt im Mittel mit KX (yypy = tany) .
Um sich suf dieser StraBe boeziiglich der 2zugehfrigen
Straflenkarts um s*km weiterbewagen zu kdnnen, hat man

-
km zuritckzulegen.

/ﬁﬁ = Cosp
——L= Das bequeme Ausrechnen der Fahrtstrecksn ermiglicht

die folgende Batrarhtung‘

1 1 d‘z\/hsinzp Ao 1058100 2 13, .tan’p A Vistandy (= Vie(y9)d)

cosy Vﬁ sin "y

Numerisches Beispiel fir s* = 1 km :
(¢) 6% ...s8 _=1,0018, s = 1,0018 ; +0,0002 X (ex ... exskt,
ox nw nw ... ndherungs~
(b) 12% ... Sox * 1,0072 , 8w > 1,0072 ; 40,0026 X weise)
(c) 22% ... oy ° 1,0239 , 8., > 1,0242 ; +0,0279 X
(Die Toleranz wird erst bei etwa 57,15X Steigung grbfBer als 1X von 'ax)

Dar Mittelwsrtsatz dar Integralrechnung lauchtet unmittelbar ein (k ist stets
eine mittlers Steigung); bLei variabler Steigung kann men also mit geeignetom
Mittelwert B arbeitsn: s = s'.(1+g.tan20).
Dias fOhrt zu den folgenden Betrachtungen.

5. Bogenlangenbsrschnung an der NEILschen Parsbel: y a x3/2 = gVY. y'(%) - %
Gber dem Intervall [0; 2,]

a) Berschnung des exekten Wertes iast in diesem Fall mdglich.

174 1/4
SV ax e 7. e qPH¥? . ;7.[(1»,1%)3’2-1] 322 1) el .
0 0 ' —

also numerischer Wert: s = 0,2827407 .

b) Naherungswelse 8srechnung mit mittlerer Steigung 9 (arithm, Mittel) fUhrt suf:
8 = 3 (1¢ EZ) = 0,267 578 (-5,25 %)

c) Bei Halbierung des Intervalls hat man zu rechnen:

(O b M
y'(3) =

(8) > yp = U2V = ZBNVZ 0,200 008 (-0,85 X)
@ -3

d) Bei Teilung des Intervells in S gleiche Teile hat man zu rachnen:

y'(0) = 0
{ = 0,167705 )
y'(0,05) = 0,335410 8 3 ?U.(S + 0,014062 + 0,081962 +
> yy = 0,404876
"(0,1) = 0,47434
y* (0,1) 342 S yy = 0527645 | * 0:139205 + 0,195065 + 0,252341) »
y*(0,15) = 0,580 948
>y, = 0,625084 | =0,284172 (40,62 X)
y'(0,2) = 0,670820 EE—
]
y (0,25 = 0,75 = 75" O7I0M0
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6. Bogenléngenberechnung an der Grundpsrabel y a xz. y' = 2x .
8) Exakte Barachnung ist moglich (Verifikstion durch Diffsrenzisren):
8 = [2:. x + 1n(2x+\/1—+:x_é):]!: P8t %[\I! + 1n(1+V2)J = 0,573397 .

=
b) yl(l) = 2 (mittlere Steigung im gegebsnen Intervall),
S 0,5625, Fehler: -1,96 X .
<) Bei Halbierung des Intervalls hat man zu rechnsen:
' -
> e}
y‘(a) = 3 3 8. = 0,578125 (+0,74 X)

— e

y'(%) =1
d) Bei Teilung in 5 gleichbreite Intervalle:

y'(0) =
0. - ;h = 0,1

y, = 0,3
y'(0,2) = 0,4 2

> y4 = 0,5 s_ = 0,5825 (+1,5%) 111

y'0,3) 20,87 ° o

yy, =2 0,7
y'(0,4) = 0, a> 4 o
y'(0,5) = , > %o

Bemerkung: Zu empfahlen ist eine analoge Rechnung an einer £llipse in Haupt-
' lage; Kantrolldeten kdnnen dem Tabellenwerk "Vierstell. lLog. ...°

von E. WAAGE, pg. 77, zweitunterste Tabelles, entnommen warden.
Ginstige Angabe ist ell : x2+4y2=100 mit P(6/4)€ ell, ux48,4425,

7. Wir dberprufen unsers Taschenrechnar an der Ermittlung der Zahl X ala
Sogenldnge des halben Einheitskreises,

14‘ Verwendet wird (nach 4.): 1 1 2

cosy Rl p.8iny,

wobei g sehr klein sei; laut Zeichnung gilt sinu=a .

8) Im Intervall [O;a] wird zunachst ait dea Haxiasl-
wert sinpy gearbeitat:

J
Qﬁ_ ~a, (1+% 2
Um den halben Umfang des Einheitskreises zu arhalten B 8 ajt -3%9-
multipliziert werden (li-’-g gibt an, wie oft p in 130 anthaltsn ist);
-1

mit dem Taschenrechner erhalt man y aus 3 als arcsina oder sin
zumeist im GradmaB. Dies fihrt zu:

180a
T~ sresine: (1*20 ) n

b) Wird im Intervall [O;a mit dem arithmetischen Mittel gsarbeitat, 2o

1808 (1%32) “

hat man anzusstzan: A e el
t X= arc sina

a3 cdar INVSINe
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c) Wird im Intervall [0 a_] mit dem geom. Mittel gearbeitet, so gilt:
180e
X = arcsina

d) Catenzusammenstellung bez. a), b) und c) :

a a) b) cQ

1

10
10
10

1074
1073

-2
-3

3,152 023 465
3,141 697381
3,141593703
3,141592701
3,141 592654

3,140 262 183
3,141579573
3,141592525
3,141 592 689
3,141592 654

3,136 34} 756
3,141 540304
3,141592132
3,141592 686
3,141 592 654

180a

Wahlt man in der Formel o sFcsina” (14 ka ) den Wert a = %

und for k den Wert 3 (W -3), so erhalt man U genau.
Wegen 1lim (1+ke ) = 1 fir a~> 0 gilt 1lim 180s

arcsina
also such lim—— 31: L (4 im BogenmaB!) fOr p—>0.

1. Bemarkung:

2. Bemerkung: = ) fir &->0 ,

3. Wir sehen (photograsphiersn) eine Strecke von der Lénge sa.
Sie wird symmetrisch in das Blickfeld gebracht, der visuelle Mittelpunkt ist
also der Endpunkt der Winkelsymmetrale (siehe Zeichnung).
in diesem Endpunkt wird scharf eingestellt.

Wie die nebenstehenda Zeichnung zeigt, gilt:

Auf die Frontalebene

90__\( x : 8= siny: sin(90+<f-;")
/ S J y:am= ainr: ain(90—€g-‘g)
JU AT v ' a.sin a.sin;
x 3 30-g-y- - coslg-«yi » Y= coslfﬁgi '
daraus argibt sich wegsn 8 = x+y :
AD+p- 1
=¥ o 3= a.sing’(cos K"‘f =G
u=vea.tany, also s* = Ze.tanx-,
¢l hier kann eine Probs gemacht werden ait (= 0.
3 1 1 4.cos)~ces .
cas ({—q) " Tosry) = coe?rcoa?i » M1do:
4.cosy-.cosy 3in2¥ cos
3 = 8.sinporor 5c:os? ® 23.5587 3"‘305;5’
; . 8 ain?x-coeo - an;{%coa?.q_
Abbildungamaastab - 2a.tany-: 2a. cosZfcos ‘? > cos2e con (111)
Behavuptung: ~ ist stets ¢ cos ¢ ; das "="-Zaichen gilt nur fOr X“r- 0

(Homalprojaknon) oder '? ¢ 0 (Frontallage) oder baidas

2u baweisan iat also:

Bowels: 2

2

2.coa Y -

1+2coszv§- 1 (2 conrcoa? .
Digse Ungleichung hat dis

cos \‘v + coa2r9 5 1+ cos §-cos (?
a+b<1+ab mt 0gabg1.
Naben(berlsgung: Aus 1-a 2 0 und 1-b 2 0 folgt (1-a)(1-b) g 0. Q.a.d.

Form:

cos2x' +c032cf <2 ccazx' cos (? (0 < x' (f < 90°).
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Berechnung der mittleran Leistung in llechselstromzreisen

Zur Berechnung der mittleren leictung eines einusformigen Wochselstroms in
ainam nichtnotwendigerweise ohmechen Stromkreis het man die Phasenlsge rwischen
der (sinusflrmig) sngenommenen Spannung und dsr sich {n dem speziellsn Strom-
kreis srgabenden sinusférmigan Stromstérke zu bericksichtigen:

U(x) = Ug.s8inx , I(%) = I,.sin(x+p); Periodenldnge T = 2x.

2
2u berechnen ist :éi.uc.lo.geinx.sin(x+u)dx .

Nach Anwendung des 1. Summensatzes ergibt sich dia Anschreibung:
2K 2 1 2X
Zi-”°'x° (cosy. Ssln xdx + 2'51““'% sin2xdx) .
Man erkennt sofort durch (gedachte) grophische Darstellung des 2. Summanden,
daB dieser den Vert 0 hat. Auch fir die Ermittlung des srsten Summanden nutzt

graphiache Darstellung und Kenntnis der Symmetrieeigenscheften des Graphs.
3+

q ' ;
MY\ E2N e akaN
\\ ‘ ) Yz \\\\ggi - x¥
'o g 2%

2x
Oie Zeichnung zeigt: § sin’xdx = T ; also gilt £Or die mittlere Leistung:
0

N = 5.Ug.I,.conp
x

8emerkung: Die oben verwendsta plausible Ermittlung von Ss*n xdx wirft die
0

Frage auf, ob nicht otwa S sinxdx euf ebenso simpls Art gefunden

werden k8nne. Dies fihrt zu den Erlduterungen irm ndchstan Abschnitt,

0. Fliche unter der Sinus- bzw. Kosinusfunktion Ober einer Psriodenlange.

Zur Darstellung der Funktion s6in : p —=> sinp wird meist so vorgegangsn,
daB die Werte von ainp als 0rdinaten in ainem kartesischen Systos betrachtst
g?rdan. wobei p im BogsnmaB gemassen wird. Somit ist die Bsrachnung wvon

S sinpdy antweder (bei Kenntnis der Grundlagen dar Intagralrachrung) axakt
0

moglich oder (wenn Intsgralrechnung noch nicht erértart wurde) ait EDV-Hathoden

inform ainar Fldchsnbarechnung zumindest niherungswsice durchfihrtar
(KEPLEReche FaBregal, NEWTONsche Dreiachtalmethode, SIMPSON-Verfahrsn uaf.).

Sin n

1

A%

_-‘10 ® -é K<




1.

l

2,

3
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Réumliches Arbeitsen mit Sinusstracken.
Stellt men die Sinuasstrecken im jewsiligen
Endpunkt normsl zur x,y-Ebene suf, so0 ergibt

sich eine Kurve im Raum, dersn Punkte P
die Koordinaten P(cosp/sinu/sinp) hsben.
Also gilt fir alle P: Yp-2p=0, d.h., sie
liegen in siner Ebene mit der Gl. y-z«0;
diese Ebene geht durch dis x~Achse und ist
unter 45° gegen die x,y-Ebene genaigt.
Somit bilden dia Punkte P, weil Parallel-
projektion eines Kreises auf eine Ebene
vorliegt, eine Ellipse. Cer antstandens
Zylinderhuf hat als Mantelfldche je nach
Abwicklungsart die Sinus- bzw. Kosinusfliche.

Konstruktionshilfen sufgrund der Erkenntnisse von 1.

Abwicklung der Mantelfléche auf die

Tangentislabena der lingsten Mentellinie ergibt:

8) Tangentensteigung in den Nullstellen der
Kogsinuskurve ist 45° bzw, -45°,

b) Krimmungsradius im Scheitelpunkt hat den
Radius 1 durch Projektion dar Ellipsenlinie
auf diese Tangentislebens.

Dies fihrt zu wesentlichen Erleichterungen

(und demit zu genauvaren Darstasllungen)

der Sinus- bzw. Kosinuslinien (sishe unten).

¥ [ \

\ I j/gﬁ

. Ermictlung des Inhalts dsr Kosinus- bzw. Sinusfliche zwischsn aufainander-

tolgendsn Nullstallan (unter Verwendung siner gseigneten Formslsammnlung).

Oie Verabnung (Abwicklung) der Mantelfléchs das untsr 1. und 2. verwandatan
spaziellen Zylinderhufs iat fliacheninhaltsinvariant, Man findet fdr Zylinder-
hufa, deren garadlinigs Kante durch den Mittelpunkt dos Basiskreises geht,
dia sogsnannte “"Formel chna Oruckfehlaer” : [M = 2rh|. In unserem Fall ergibt
sich fir die Xosinuafl8cha ilbar dem Intervell [}§;+§] der Wert 2, analog dazu
f0r dis Sinuafliche Cber E); g] der Yert 1 .
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4, Tangentensteiqung, Flécheninhalt und Scheitalkrimmunqskreis von f:ysA.eir8x

(1) Zur Bestimmung der Tangantensteigung en don Nullstellsn wende man die
zugehdrigen Orthogonalaffinitaten bez. der Koordinatenschsen an und srkanne:
FGr fi:y-A.sinx gilt kyr+A baw. for f2:y=ain8x gile k”-_o_a.

Somit gilt for f:y=A.sinBx : k, = +A.8 . I

(2) 2ur Bestimmung der Fldcheninhalte zwischan aufeinanderfolgendsn Nullstallan
wende man (wie unter (1)) die zugehdrigsn Orthogonslaffinitdten bez. der
Koordinatenachsen an und erkennae:

FOr £1:y=A.ainx gilt Fy = s2.A baw. £Ur fyiy=sindx gilt F, - 2.3 .
Somit gilt fir fiy=A.sinBx : F = +2.x .

(3) 2ur Bestimmung der Scheitelkriimmungsradien sind mehrere (berlegungen
srforderlich. Man kann die Konstruktion der Scheitelkrimmungskreismittelpunkte
einer Ellipse heranziehen, speziell die fUr den “Nebenscheitelpunikt® O.

wagen A\DMB~A AEDK gilt: 2

a:b=sg9:a bzw, 9-95- .

Durch die oben angefihrten Affinitatan

warden die Scheitelkrimmungskreise von

E

} sin : y=sinx zu Ellipsen; der nsue
Scheitelkrimmungskreis ist der zugehdrige
X" Scheitelkrimmungskreis der durch dis
vorliegende Affinitat anstsndenen Ellipse.

(a) Fir flzy:A.sinx ergibt sich ¢ = i

(b) FOr f,:y=sinBx ergibt sich ¢ = ;‘2

(c) Somit gilt fir r:y=A.sinBx in den Scheitelpunkten: ¢ = -—1-2» .
A.B
+
y / K \\
A5 / _
/
41

(d) £ : y = g.ﬂingx

ky = +2,1; 950,34

Einheit: S cm

N4='-O \ i . x+
/ 4 X 2
TS
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5. Propideutische Vorgangsweise zur Integralrachnung bel der Berechnung des

Fl8cheninhalts unter der Koasinuskurve.

Die nebenstehsnce Figur zeigt, dafl die
Steigungszahl der Tangente an die Ellipse
im Punkt P leicht ermittelt werden kamn :

in
k = %%ﬁ% = .., = COS{ .

Beim Durchlaufan der Ellipse von A(1/0/0)
bis B(0/1/1) steigt der z-Wert pro Ap
um etwa cosp. Dy .

Die GesamtateigungshBhe betrigt 1.

Somit gilt fOr kleine A p-Werte:

%A

Eicosp.[&u;s 1.

fy%

Dies stinntmymso genauer, je kleiggr die Schritte Ay sind.

Nun kann cosp.DpxX 1 als cos«g-A?zl, wobei (@ der KomplementArwinkel
Qa2

ry- 4 :
2v-y ist, als Flachenberschnung fir cos : y=cosx Uber [0;;] gedeutet werden.
Soait wurds ein tiefarer Zugang zum Ergebnis von 3. gefunden.

Aus einom Brief von

Carl F. GAUSS an dan Astronomsn Wilhelm OLBERS vom 26.10.1802 :

*Gagen das Doziersn habe ich einmal aine wahre Abneigung; das Geschaft ainee
Professors der Msthemastik ist doch im Grunds nur, des ABC seiner Wisssnsachaft
zu lehrsn. Aus den wenigen Schilern, die einen Schritt weiter gehen, ‘werden
dia meistan nur Halbwisser; dann die selteneren Anlagan wollen sich nicht durch
Yorlasungen bildan lsssen, aondern bilden sich selbst. Und mit dissen
undankbaren Arbaiten verliert der Professor seine edle Zait”

Aus sinem Brief von

Carl F. CAUSS an Friadrich W. BESSEL vom 7.1.1810

(nach Cbernahme dor Professur in GBttingen) :

*Tch lase in diesem Winter zwai Collegis fir 3 Zuhdrer, wovon ainer nur
sittelmaliqg, einer keum mittslméBig vorbercitet ist und dem drittan sowchl
Vorbereitung als auch F3higkeit fehlt. Das sind nun ginmal die Onars siner
aathematischen Professur”
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Konstruktion regelmaBiger Vielocke

die dem Einhaitskreis eirngeschrisben sind

2

0. Konstruierbar sind alle jene regelméBigan n-Ecke, for cdie gilt: 2° +1 € P,
Man erhilt fir n=0 das 3-Eck, fir n=1 das 5-Eck, fur n=2 das 17-Eck,
£Or n=2 des 257-Eck, fir n=4 das 65537-Eck, jedoch fir n=5 kein konstruier-
baras n-Eck, weil 4294967297 = 641.6700417 gilt. Durch Winkelhslbierungsn
u.a. lassen sich weitere Konstruktionen ebleiten.

1. Konstruktion des regelméBigen Dreiecks

Zu l8gen ist x3-1 =0 in C bzw. (x-1)(x 0101)-0
Man sestze 8 = 2CotY = z«z2 mit z=aw und p=120°,
Die L8sungsmengen der Gleichungen, die durch
Nullsetzen der beiden Faktoren (ber Z asntatshen,
sind {1} bzw. {2;22} .

Also gilt z+z =-1, somit cosy = -3 .

2. Konstruktion des regelméﬂigen 6-Ecks

- 20 lbsen ist x0-1=0 bzw. (x9-1) (x+1) (x2-xe1)a0.
Die L&sungen von x2-1+1=0 sind z und zs ait

z= aj‘“ und p = 60°.

Man satze nun a = z+25 und arksnne: zs = -12

wegen 23 = -1.

Alsogiltasz—zzsi; somit: cospcé.

3. Xonstruition das regelméaxgan B Ecks

3 44'} Zu ldsgen ist xa-l in C bzw. (x -1) (x +1)-O
] 0/- P\ E Dis Ldsungen von x 44120 sind z, za, 2> und 2’
\ mit z = ai" und g = 45°, Man satzs nun:
‘24 [ R = 2c08p = z«z7 und bilds:
-1 0 ]" 62 = 22+2+214 wegen 2%a-1 gilt zuz-l. alac
25 o 2? auch a2 - 22-92—22: somit cosy = 2.‘42 .
4. Xonatruktion d'e%'r/welméaigan 12-Ecks
5 Zu 16sen ist x12-1a0 bzw. (x0-1)(x2+1) (x'-x2e1)20.
4 Die Ldsungen von x4-x2+1 =0 sind 2, xs. x’.zu
mit 2 = 91“ und p = 30°. Man setze nun:
4= z+z11 und bilde 82 e 22+2+222 wagen 1-1

22__ 4

g%}.t auch zlan-l. 8lso 2 . Dias fChrt ru:

g s 22«»2-24 i weil 2 Ldsung von x“--xzuso is3,

2 2 2
kann men schraibsn: 8~ = 2 +2-2"+1 a 3;

somit ergibt sich: cosp = gﬂ .
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5. Konstruktion des regslméfiigen 5-Ecks

i

lu lGsen ist x5-1=0 in C b2w. (x—l)(x4+x3+x2+x+1)=0. Die Ldsungsn von

x40x3+12+x+1=0 sind z, 22. 13 und 24 mit 2 = ei" und p = 72°,

Man sgtze a = z+24 = 2caosy und b = 22+23 = 2cos82i.

Sofort ist zu erkennen: a+b = -1; dann durch Ausmultiplizieren von
(1024)(22+23) = z3+zs+z4+z7 = 23+z+z4+12 = -1 sieht man auch a.b = -1,
Also sind a8 und b die L&sungen der Gleichung y2+y~1 = 0. Beachtst man a>0,

so arhalt man: a3 = :3%!5 und b = :1525 . Dies fihrt zv den untenstehenden

Konstruktionen, +:?

£l

<—7z—-{’.
4

:Zaxlb .
ebe, ~LE

!’3\09 e

)
D
Bemerkung zu (1): :Z:::::::;

a = 2.c0872 = 2.3in18 = 840 - 3:4
8amerkung zu (2): Es wurden cosy = 22;1» und cos2y = :!%:1 mittels T = %

konstruiert.

§; Xonstruktion des reqgelmafigen 10-Ecks (aﬁalog zu Seite 2)
Zu ldsen ist 110 43x?

-1c0 in C bzw. (x°-1) (x+1) (x*-x +x%-x+1)=0.

Aan 3etze ¢ = z+z9 und d=23+z7 mit z=eip und p=36°. z ist Lasung von
ia-x3+x2-x+1=0; farner gilt 25=—1. Es ergibt aich c+d=],c.d = -1, also
aind ¢ und d (mit c>0) dia Ldsungen der Glaichung yz-y-ino :

1+V5 1-v5
€ = —5— und d = -
2amerkung: FOr die in Zeichnunp (1) strichpunktiesrte Strecke p gilt:

p2 x 1+(22+za)2 2 1+z4+2+216 = 3+24-z 3 3+23~22—1.: 4’—(218

+2+22) =
= 4-(z+29)2 s 4-c2 =z 4—4c03236 o 4ein236 = (2sin36)2; somit arhdlt

man i p = 8 .

n
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Exakta Xonstruktion des reg. Funfzehnecke

das dem Einheitskre.s singaschrieben ist ohne Verwendung der Ssitanlingen-
konstruktionen fir cdass reg. 3-€Eck, 5-Fck und 10-Eck.

Zu ldsen ist q15-1=0 bzw. (g-1) (q2+q+1)(q4+q3*q2w1) (qa-q7*q5-q4*q3-qo1) =0.

€s sei z = o' it g = 2%/15. Dann sind die Ldésungsmangen der Gleichungen, dia
durch Nullsetzen der ainzelnen Primfaktoren lber 2 antstehen, der Teihe nech:

{1}' {25'210}. {23.26.19'112}’ { 2 24' 7'28'211'213 14}

Man getze: r = z+z4+zn+zl4 und s = -(23+212) , >0 und 3 <0 .
Es gilt: r+s = 23+z4+211 12 14 = (z~ za+z4-zs+z7 za) (214-2120111-110*28-17) .
21+1-1=1; olso: r+s a1,
Ferner gilt: r.s = —(z+zd+111+214) (23+ 1") (z4+z7+214022+213*z+x +2 ) =
= -(z+22 3+24+z7*za+111+zlJ 14) (212+zg+zs+23+1) (zs+210+1) a
o _(z+22+23+zd*25*16+‘7+28*29+210 11, 12 13 14) —2z1-2x-1,

also: r.s = -1 .

Somit sind r und 8 die Ldsungen der Gleichung x2*1-1 = 0; sie sind leicht
5(14V5), s = 3(1-VB) .

konstruierbar: r

4 (= 2.cospy) wund b = z4+z11 (= 2.cosdp 3 -p, p > 0).

L]

Nun setze men: a
Offensichtlich gilt a-p = r bzw r+p = a, Schwisriger (!1!) zu srke~nen ist:

s = -Va.p wegen a.p = (z+z )(z4+zll) (23+15+zlo 12) = -(134112-1) a
- _(_1_29_16_1) N z6‘_2”24 (z3+212)2

Also kann p mithilfe des Kathetensstzes konstruiert warden: p.(r+p) = 32;

p = _S + J(2)2+32 (= -b) bzw., a = 5 + V(z)z*ﬁz .

2

COSlwkﬁkdb———- Cusp ——£4 '

Numerische Xontrollwerte: r=1,618; s=-J,0!d; 821,817, b=-0,209 (s-p)
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!Exukte Konstruktion des regelmiliqen Siehrehnocks

“dua dem £inreitskreis einceschelshen 16t, nach C.F.GAUSS (1777-1855);

ar srkannte die hﬁqllchlext um 30. Mlirz 1796 und verbffentlichta die

zugehlirige Arbeit 1in "Disquisitionss arithmeticae" suf Seits 662 (1801).
0. Zu lésen ist ql'-l =
€3 sey 1z = elp, [T %7 mit Re(z) = cosyp .
Man setze a = z+zz+za*28+(zls+215+113+29)
somit reell (weil z konj.kompl. 2u z”“k ist, aleo 2z +z
€benso: b 3 15+16+z (zlh+zlz 11 10

€9 1st sofort zu erkennen: a+b=-1; daB a.b=-4 gilt, erflhrt man durch

U, also qhioqlsr...v(;fl =0 jincC.

= 2. (coap+canu+cosbu+cuaBu),
17- K 2.coskp gilt).
) = 2.(co83p+cosSpu+cogbu+cosy).

1.

Ausmultiplizieren von a mit b (es erqibt sich jede Potenz von z genay
viermal unter Berlickaichtigung van 217:1).
Somit sind a und b dis L8sungen der Gleichung x2+x-a=0; alao srhiilt man:

- -‘-1%@ , b= -‘-%-‘EZ (a>0, b<0).
4 ., 16 _13
2. tbenso setze man ¢ = z+z +(z +z ) = 2.(caoep+cosép) und
¢z 2242 +(z 9) = 2.(cos2u+cosByu).

Man erkennt: c+c' = 8 und (wie unter 1.) c.c' = -1,
Somit sind c, c' die L8aungen der Gleichung xz-ax+l = 03

also gilt: c = 35;5-35 (c' wird weiterhin nicht bentitigt).

. Ebenso setzs man d = 3 +2 +(zla+zlz) z 2.(cos3u+cos5u) und

11 10

‘u

d'= 26+z +(2 ) 3 2.(cosép+conTy).

Man srkennt: d+d' = b und (wie unter 1.) d.d' = -1.

Somit sind d, d' dis Lioungen der Gleichung xz-bx+1 z

VoZ.q
also gilts d = 2023 (4v wird weiterhin nicht banbtigt).

16) 13)

= 2.cosp und f =z zn+(z = 2.coslu.

&
.

Letztlich setze man e = z+(z

Man arkennt: oa+f = ¢ und (wis unter 1.) e.f = d.

Somit sind e,f die L&sungen der Glaichun xz-cx+d = 03
V 2-4d

also gilt: o = E:ﬁ%f:ﬁﬂ und f = E:—%————

5. lum Konatruieran verwende man die L¥sungen von 1. bias 4.und bsachts am Endet
= 2.cosp bzw. f = 2.cos4y (flUhrt zu genauaren Zeichenergebnissen).

5. Die zugehdrigen Zeichnungen werden platzsparend, wenn man folgendo Subatxtutxonen
durchfihrt: (1) p = 5 y Q= -i 3 alao VI+(1)2 y q 3 1+( ) + 73

dann ist: (2) ¢ = Up'+1 +p (3)d

(4) e = § *\/<g>2-a ,f \/~

. Lur numerischen Kontrolle der Konstruktion mégen die folgenden Zahlenwerte dienen:
p=0,781; q=1,281; c=2,049; d=0,344; e=]1,865; f=0, 185; pu=21°10'35"; 4u=84°42'2]",

L 1]

i
oIn

’\4
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gine didaktisch intersssante Aufgabe sus der Analysis

——

anp—————

Q) In Formelssmmlungen kann man legen: 1 - % + é - ; $~ .08 %F
(LEIBNIZ-Rsihe, "numero ceus imperi gaudet”). Programmierbare Rechner liefern
durch Summierung der einzelnen Jriche nicht den angegebsenen Wert (siehe such
*2usammanstellung und Ergdnzung® auf pg. 16). Man kann nun intseressierten Schilern
Jer 6. Klassen, die in Informatik bzw. EDV eingefiihrt wurden und die dis Grundlshren
dar Differantialrechnung bzw. Intogralrechnung noch nicht erhalten haben, plsusibel
machen, dal der Wert f§' 3ls Reihsnsumme richtig und somit der vom Komputer
armittalte Wert falsch ist.
Oies wird im Folgendan bshandult,

(1) 3ei der Suche nuch Funktionsn, die an numsrisch miglichst einfachen Stellen
P
den Funktionewsrt g'haben, gtilht man auf die Funktion f : x > arctanx mit
£(1) = %7 (Heuptwert). Grundgedenke dsr weiteren Vorgangsweise:

y+- Man ersetze die Funktion f durch aine unendlichs
ﬁﬂ . Summa von (einfachen) Funktionen. darart, daB an
A - - — — —
2 - jeder Stells von [b;l[ldia Summs der Steigungszahlen
-7 dieser Funktionen gleich der Steigungszahl von f ist.

Ksnn nun alle Graphen dieser Hilfsfunktionen so wia
f selbst durch den Urpsrung gehen, ersetzt ihre Summe
dle Funktion f,

1 4 2

(2) ¥en kann die Steiqungszehlen dor Tangenten kt(a) fir £ an der Stelle a dirakt

tarechnisn: kt(a)gg arctan(a+¢g*arctana  unter Anwandung dar Formel

,- as
grotenu - arctanv = arctan~I§GZG grhalt men :

1 a+h-a 1 h 1 arctan h
1) 2 ~ ~
xt(a) ~ E.arctan T (h)s = ﬁ.a;ctan T+ (5vh) 5 ~ :lw;z (WGGBn-——ﬁ-—-—— ~1 fir

sehr kleine |h| ¢ 0).

(2") ¥an kenn die Steigungszahl kt(a) von £ an der Stelle a auch mithilfe der

N

inversen Funktion £* : x -> ten x an der Stelle b mit a = tanb ermittaln.
~, tan(b+h)~-tanb _  tan(b+h)-tand 1+tan(b+h) .tanh - tanh

kg (0) & R = Tetan(b+hy.tanp - R T+ (1etan(b+h) . tanb)y
A 1+tan2b fir svhr kleine lhl £ 03 kt(a) ergibt sich durch Kehrwertbildung:
. 1
K, (a) = - .
t 1+0

lusammenfascung: Die Tangentunsteigungsfunktion von f : x -> arctanx ist

1
f.f:;(—)m-
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LI 1 - xz + x‘ - 16 . .. .

(3) FGr xE[O:l[ gilt (unandl. geom. Raihe):
- 1+x

Man hat elso Funktionan (sog. 'Stemmfunkgion:n Fn;) zu finden, dersn Tangsntan-
steigungsfunktionen der Reihe nach 1, -x", x , -x usf. sind. Thre Summe arsetzt,
sofern alle den Ursprung enthalten, die Funktion f. Man stsrtet den Yersuch

mit Polynomfunktionen und wird findig: p : x -> u.xk . Fir aolche a8 gelten:

p.(x+h)k - p.xkﬁsrnx" bzw. u.xk.(1+g)k - u.xkis p.xk.(lvkg) - p.xk -

1; dareus: k = ne1 und e Iy for [n] >0

np.xk.k.g‘xh.xn bzw. p.xk.k%xm

und sehr klein.
xn+1
Ergebnis: Fn 1 X =D T (Craph geht durch den Ursprung).

3 ‘5 x7

4) Nach (3) gilt in E);i [: arctanx = x - 3.3- e Sl SR CIPPPR

Man wihle nun einen Wert A so0 nahe bei 1, daf unser bester Rechner kainen
Unterschied zwischen arctanf und 8 - %.53 + %‘.Bs - ;.67 +- ... Bsnzeigt.

Steht ein besserer Rechner zur Verfigqung, der z.8. doppelt soviel Rechtskomme-
stellen ausrachnet, so ricke mon mit 0 noch ndher an 1 heran. GlGcklicherweiss
gibt o8 ja keine grdBte Zahl < 1 . Somit ist plsusibel:

srctanlc§=1-§+é-;+-....

Zusammenstellung und Ergénzung

(8) 1 - %_ ’ % -3+ 3 - ... = 102 (=0,6931471805, "MERCATCR - Reine” nach
Nicolaus M., 1620 - 1G687)
-3 5+ =X (x0,7053981635, "LEIBNIZ - Reihe® nach
Gottfriad Wilhelm L., 1646 - 1716)

(b) 1- i

Ut B e
+
Wik A UBps

(c) 1- -ﬁ,«»ﬁ« =%.(1n2+%) (x0,8356488483 )
(dy 1-1. -113 f117-+ =§%.(1n(1+\/2')+§) 0,866 972987 3)

1. Bemerkung: Ein 10-ziffrig arbeitender Rechner beendet die Aufsummiszrung von

(3) nach ca 1,4.10° Glisdern mit dem Wert 0,593144152 (x-4,3.107% )
(b) nach ca 7,1.10% Gliedern mit dem Wert 0,735395140 (x-3,8.10"% %)
{c) nach ca 4,3.104 Gliedarn mit dem Wert 0,835 645 826 (,’::-3,6.10" X)
(d) nach ca 3,6.10% Gliedern mit dem Mert 0,866 969969 (= -3,5.107% ¥)

{armittolt mit HP 97 Calculator).

2. Bemerkung: Dis zu (a) dis (d) gehdrenden Reihen der Absolutbetrége sind wegen
Unbeschranktheit divergent, wis laicht arkannt warden kann.
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3, 3amerkung:

a— )
In (3) wurde implizit die Potenzrsgel der OR bzw. der IR (propadeutisch) verwendst.
Ia Folgenden wsrden einige Herleitungen jener Potenzregel, die im normalen Untaer-
richt kaum Oblich sind, erdrtert. Diese Horlaitungen kdnnen zusdtzliche Einaichten
vermitteln,

(A) Grundwissen: (1+4p)" Rz 1+p.n  fir sehr (sbsolut) kleins p-Werte.
Anwendung:

n h,n n
Nl U [100.24]
h h ~h" ‘s

- Gegaban sel f : x -> . “, (a) (a+h

n
a h n-1
E -ﬁ-.n.a = ﬂ-a .

Hebenbeweis fir (1+u)"n¢ 1+p.n £0r sbs. kloine p-Werte durch vollst. Ind.:
()™ o ()" Q) R (Lenp) L (1ep) & Lenprpenpla 15(nel) .y, g.e.d.

(B) 1. Grundwissen: Bei Verkettung von Linserfunktionen multipliziersn sich dia
Steigungszshlen (d.i. Lineerisisrung der Kettenregal desr OR).
2. Grundwissen: Fir axp:x-)ax gilt: kt;exp(x) = 8" {"Irgendetwas Wesentliches
B man doch auch heute nach (ber die Exponentislfunktion lehren ddrfan!®;
Zitat nach Or. W. KRANZER (125. Mirz 1988) vom 13.12.1984).
Anwendung:
Es sei fix->x" gegebsn durch die Verkattung f= f1.r2 mit f tx=>n.1lnx

und fé x->e hiebei gilt: kt f (a) = 2 (weil 1ln invers zu exp ist)

und kt'f (b) = 'b mit b = n, lna . Somit ergibt sich:
'°2

b - g.en.lna - g.an - n.a"’i.

a

egy0f, () ® 2.0
{0) ururdwissen (z.8. aus Gel):
For par:x->x2 gilt kt(x) a 2x (dient in dissem Fall als Induktionsbaais).
inwondung.
£:x->x" aai an dsr Stelle a linearisiert auf f :x->kx+d mit d = a"-a.k und
k = n.a" (Induktionabehauptung i.d.F.).

Schlub van n auf n+l: Aus 1d.f : x->x'" +1 wird nach Lirearisierung (aishe cben)

id.f1 : x->kx2+dx mit kt‘id p: (a) = 2ak+d = 2ek+(a"uak) s aksa” ¥ a.nan'1+a" -
. L ]
. (n+1).an , 9q.8.d. 1

{Anmarkung: Unter *id" varstshe man dia "Identischa Funktion® x->x)




